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INTRODUCCION

El analisis cientifico de los procesos y fenémenos biolégicos precisa,
frecuentemente, la aplicacién de modelos matematicos apropiados.

Cuando dos variables estan correlacionadas, puede establecerse una fun-
cién matemética que las relacione. De esta forma se obtiene un modelo
matematico del proceso biolégico. Entre los distintos modelos que en términos
matemadticos expresan el fenémeno, trataremos de escoger el que se aproxime
més a la realidad, es decir, el que mejor se ajuste.

El modelo matematico debe explicar la mayor cantidad posible de varia-
cién del caracter en estudio, a partir del conocimiento de otra u otras variables
que se denominan explicativas.

Puede suceder que la relacién entre la variable explicada o dependiente y
la variable explicativa o independiente sea de tipo lineal, pero de distinta
intensidad segiin el rango de valores que tome la variable independiente.

En estos casos, las observaciones podran ajustarse a una linea quebrada
con tantos tramos como niimero de respuestas distintas se tengan.

Un claro ejemplo de esta situacién se tiene al observar los grados de
desviacién de la vertical con respecto al logaritmo en base 2 de la intensidad
luminosa en Phycomyces (BERGMAN y col. 1973). BERGMAN reconoce un cierto
grado de inseguridad en sus determinaciones, debido a que el ajuste a dos
rectas, en este caso, se hace de forma arbitraria.

* Departamento de Genética y Mejora. Facultad de Veterinaria. Leon.
#* Centro de Cdlculo Electrénico. Consejo Superior de Investigaciones Cientificas. Madrid.

An. Fac. Vet. Leén, 1978, 24, 139-148.
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Nos proponemos con el presente trabajo obtener los métodos de ajuste de
dicha quebrada, asi como su aplicacién a determinados procesos biolgicos.

METODOS
1.9)  Problema lineal general

Trataremos, en principio, el problema general para mas tarde imponer
una serie de restricciones que nos irdn situando en problemas mas especificos.

En este caso, partimos de una variable dependiente y, correlacionada con
otra variable (en este caso independiente) x. Se trata de realizar el ajuste a
partir de tantas funciones lineales o tramos como nimero de respuestas
distintas se consideren.

El conjunto de estas funciones quedara definido en toda la recta real,
constituyendo una funcién continua con tantos puntos singulares como interva-
los a considerar menos uno.

En términos generales, si hemos de determinar un nimero n de intervalos
en la recta real, estos intervalos quedaran definidos respecto a los correspon-
dientes puntos singulares de la forma siguiente:

I.= (-00, x 1

1 m

I o= X(1) , X(Z)]

2 m m

oo X(Zl , ><(3)]

3 m m

(n-2) (n-1)

In—1 = xm ’ Xm 1

o= (X" o)

n m
. 1 .
Siendo X:q ), X(ZZ cee x;n) las abscisas de los puntos singulares.

El ajuste de las n funciones lineales se hace con las restricciones necesa-
rias para que el conjunto de las n funciones constituya, a su vez, una funcién
continua que relacione y con x. Esta funcién continua define, en realidad, la
regresion de y sobre x.

Esta restriccién consiste en que cada dos funciones consecutivas tomen el
mismo valor en el punto singular que ambas determinan.

De esta manera, si la ecuacién del primer tramo es y = byx + a, la

ecuacién del segundo tramo serd y = by(x - x(1)) b XH) + a. La ecua-
m

cién del tercer tramo sera:
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(2) (2) (1) (1)
y=b3(x—xm)+b2(Xm—Xm)+bd|Xrn + a

y asi sucesivamente, de forma que la ecuacién del tramo l-enésimo, cuando 1

> 2. sera:
1-1
(1-1) > (1) (i=1) X(ﬂ .
y = bl(x - Xm ) + s bi(Xm Xm )+ b‘1 . a

Los valores de los parametros a, b,, by, ..., b, se obtendran aplicando el

’

criterio de minimos cuadrados:
A2 . .
min = (y =7y) = min SC(€)
VX VY X
donde y es el valor observado e ¥ el correspondiente valor estimado mediante

la funcién.
Para que la suma de cuadrados de los errores

) = > b x -a)2 _ (N (12
e ety Wit xizf:IZ (y =byxj#boX = byX - a)
n 1-1
> (1-1) (i) _(i-1) (1) 2
"1 €1, [yi’bl("i‘xm ) - Zz bi(Xm - Xm ) b1xm -29
i=

sea minima, las derivadas parciales de las sumas de cuadrados de los errores
deben ser cero.

En definitiva se obtiene un sistema de n + 1 ecuaciones lineales con n + 1
incégnitas, cuya solucién permite determinar el valor de los pardmetros del

problema. . '
Por otra parte, es posible calcular la varianza residual, simplemente

dividiendo la suma de cuadrados de los errores entre la expresién: N — (n + 1),
donde N es el nimero total de observaciones.

A A2 min SC (&)

N = (n+1)
El coeficiente de determinacién R2 se calcula mediante la expresién

e

(N = (n+1) Y

(N-1 N
y

~ .
donde Vy es la varianza total de la variable y.
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Segtin el método diseniado, es preciso definir las abscisas de los puntos sin-
(i . . .. . .
gulares (xm )). A partir de estas constantes, se obtienen distintas soluciones, si-

guiendo una técnica de exploracién sistemdatica en cada uno de los intervalos.
De todas las soluciones obtenidas se selecciona la que maximiza R2 (o mini-
miza SC) con lo que se termina una etapa. Al pasar a una nueva etapa de
calculo, es preciso definir de nuevo las abscisas de los puntos singulares que,
(1)
m
defecto y por exceso) del considerado como éptimo en la etapa anterior.

Es preciso tener en cuenta que los intervalos donde se ensayan los puntos
de separacién son disjuntos y que sus amplitudes se van reduciendo en
sucesivas etapas con lo que, siguiendo el criterio de maximizar el coeficiente
de determinacién, se puede conseguir que el error sea tan pequeiio como se
desee, al menos teéricamente.

en la prictica, corresponderdn a los dos valores dex '’ més préximos (por

Sin embargo, un niimero grande, e incluso moderado, de tramos, puede
ocasionar, en la practica, graves problemas de tiempo de procesamiento.

El método descrito sigue un sistema secuencial de eleccién de las abscisas

. i .
de los puntos singulares. Estos valores de x( )puede considerarse que consti-
m

tuyen una sucesién aritmética finita, cuya razén dependera de la precisién que
deseemos obtener.

El proceso puede ejecutarse de una sola vez. En este caso, para una
determinada precisién, el nimero de etapas de célculo precisas vendran dadas

por la expresién:
n-1

JT

i=1

dond (i) . (1)
ondem " es el nimero de puntos x probados en el paso y n el nimero de
tramos.

Segin esta expresién, cuanto mayor sea el nimero de tramos ylo el
, (1) . .
nimero de X probados, mayor tiempo de procesamiento serd necesario.

Este tiempo de procesamiento puede reducirse, realizando el proceso en
varias fases. Dos serdn suficientes en la mayoria de los casos. En la primera

. (1) .
fase se reduce mucho el nimero de x' *' probados, buscando el intervalo en el
m
cual se cumple que R2 sea maximo. En la segunda fase, el intervalo del rango

de valores a probar queda considerablemente reducido de tal forma que, por

este sistema, puede lograrse la misma precisién, con menor tiempo de proce-
samiento.
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2.%) Problemas especificos

A partir de este método general se han elaborado programas para solucio-
nar los siguientes casos:

a) Tres tramos sin restricciones.

b) Dos tramos sin restricciones.

c¢) Dos tramos con la restriccién de que la pendiente del segundo tramo
sea cero (plateau).

d) N tramos por aplicacién sucesiva del método de dos tramos sin
restricciones.

a) Tres tramos sin restricciones

. . . (1) (2) .
Puesto que es preciso determinar dos puntos singulares, X,y X serd

)
menester especificar, en tarjeta, las amplitudes de los intervalos de variacién
de los puntos singulares, en cada paso, asi como el nimero de puntos que se
van a ensayar en dicho paso.

Dos, a lo sumo tres pasos, serdn suficientes para obtener los dos puntos
singulares con un error suficientemente pequefio, que minimice la varianza
residual.

Este sistema podrad emplearse en problemas biolégicos con dos cambios
de tendencia o en problemas con un cambio de tendencia, para suavizar la
variacién de pendientes.

b) Dos tramos sin restricciones

En este caso tenemos un solo punto singular que determinar. Sin em-
bargo, es preciso especificar la amplitud, del intervalo asi como el nimero de
puntos a ensayar en cada paso.

En aquellos casos en los que se desee una suavizacién en el lugar de
cambio de pendientes, antes de la aplicacién del correspondiente programa de
tres tramos, sera preciso utilizar el de dos tramos para conocer el rango de
valores que pueden tomar los dos puntos singulares.

¢) Dos tramos con «plateaw»

En algunas ocasiones, a partir de un cierto valor de la variable indepen-
diente, la variable dependiente se hace constante. En otras ocasiones esta
situacién se intuye y por lo tanto, en al ajuste, deberd imponerse la restriccién
de que la pendiente de la funcién lineal del segundo tramo sea cero, a pesar de
desconocer el punto a partir del cual se hace constante la variable depen-
diente.

Las ecuaciones de los dos tramos son en este caso:
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y =bx + a siendo x = Xy
y = byxn +a siendo x > xp

d) Resolucién del problema de n intervalos por aplicacién sucesiva del mé-

todo de dos tramos

Para la resolucion de este poblema, el proceso se realizard por etapas,
fijandose en cada una de ellas el punto singular obtenido.

En la primera etapa se calculara el valor de x(:]) aplicando el programa de

dos tramos sin restricciones. En la segunda etapa se fija el punto

( y(><(1 ) )y x1 y v se hace el ajuste mediante el programa de dos tramos
m m

.. (2
con ligadura puntual, obteniéndose el valor del punto Xrn ) .

(2) X(2)
m

Fijando ahora el punto ( y(x "), ), se repite el proceso y se deter-
m

3 . . .
mina el valor de X( ), continuando de esta misma manera hasta finalizar el
m

nimero de tramos.
Para una mayor precisién, se podrd repetir el proceso tantas veces como
se desee, dependiendo del error que estemos dispuestos a admitir. Siempre

. (i) . . .
teniendo en cuenta los valores X~ obtenidos en la etapa anterior, a partir de
m
. . (1)
los cuales seré factible obtener nuevos valores de x' ~' con menor error.
m

Los programas de dos tramos se aplican a dos intervalos que, inicial-
mente, deben fijarse de forma intuitiva, por conocimientos anteriores del

problema.

RESULTADOS Y DISCUSION

Han sido realizados programas en Fortran IV para el ajuste de funciones
continuas lineales compuestas de tres tramos, dos tramos, dos tramos con
restricciones y para la resolucién del problema general de n tramos por
aplicacién sucesiva del método de dos tramos.

Se obtiene los pariametros de dichas funciones siguiendo el criterio de
minimos cuadrados, es decir, minimizando la suma de cuadros del error o la
varianza residual.

Mediante un proceso iterativo se llega a la funcién que minimiza la
varianza residual, ensayando sucesivamente valores de puntos de separacién
entre los intervalos y escogiendo los que maximizan el coeficiente de determi-

nacién.

1 2 (n=1)
ma.x [RZ(X;),X( )...,Xn )]

m m
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Estos programas han sido utilizados por diversos autores en investigacio-
nes relacionadas con problemas biolégicos a los que haremos referencia méas
adelante.

Problemas biolégicos que podrian tratarse estadisticamente con nuestros
métodos, han sido planteados por numerosos autores, algunos de los cuales
citamos a continuaciéon. Sin embargo, creemos que su método de calculo es
menos preciso que el nuestro, ya que en la mayoria de los casos el punto o
puntos singulares se sitiian de forma arbitraria.

MEHREZC utiliza el método de dos tramos con «plateau» para determinar la
minima concentracién de amoniaco que determina una mdxima tasa de fer-
mentacién ruminal. El mismo modelo fue utilizado por BUTTERY? al relacionar
los gramos de proteina microbiana sintetizada, por cada 100 gramos de materia
orgdnica digestible, en el rumen de la oveja. SUTTER y ROFFLER'' utilizan el
mismo modelo en problemas biolégicos similares.

Modelos de dos tramos lineales han sido planteados por WALKER'2, 13 y
KIiRrk® en estudios sobre nutricién, Buis? en estudios sobre curvas de satura-
cién, MAULEON? al estudiar la duracién del anoestro port-partum en relacién a
la época del parto (modelo de tres tramos), e incluso FISCHER® en otro tipo de
estudios.

Otro problema biolégico al que se han aplicado modelos de tramos es el
estudio del comportamiento fototrépico del Phycomyces (BERGMAN y col.’.

La mayoria de los autores revisados, estudian problemas biolégicos cuyos
datos podrian ajustarse a los modelos descritos por nosotros, sin embargo, el
tratamiento estadistico utilizado es, en general, menos riguroso.

SATTER y ROFFLER'! emplean para el ajuste de sus datos el modelo:

y = A + Bx + Cxp + Dx, donde:

xp = 0 cuando x < 8,5

xp = 1 cuando x > 8,5

X3 = XD X
con lo cual, la pendiente del primer tramo seria B y la del segundo B + D.

En los programas propuestos por nosotros va incluida la restriccion C +
Dx, = C + D 8,5 = 0, que da mayor rigurosidad al modelo.

MEenrez'© aplica un sistema muy similar al empleado por nosotros, obser-
vando que en sus experimentos la bondad de ajuste fue mejor con este sistema
que cuando se trataba de realizar mediante una curva de tipo esponencial, y =
A + Be .

Nuestros ‘métodos son superiores en cuanto a la precision, ya que el
sistema iterativo de cdlculo permite obtener los resultados con la precisién que
se desee.

El resto de los autores consultados se limitan a calcular el punto de
separaciéon (punto singular) de los tramos de forma intuitiva, teniendo en
cuenta, simplemente, su conocimiento biolégico de la situacién.
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En general, mediante un anilisis de varianza aproximado se podréd deter-
minar si el modelo propuesto «a priori» es suficientemente preciso o si existe
algin otro, de mayor complejidad, al cual los datos se ajusten significativa-
mente mejor, en cuyo caso seria preciso rechazar el modelo que peor se ajusta.

La aplicacién practica del programa de dos tramos con «plateau», para la
obtencién de los valores y(Xy) es tanto mds precisa cuanto mayor nimero de
puntos existan en el «plateau», es decir, en el dltimo tramo, y cuanto més
largo sea éste.

Este programa ha sido utilizado por GUADA” en el tratamiento estadistico
de siete experimentos similares, cuyos resultados finales diferian en la posi-
cién del punto singular. En estos experimentos pudo observarse que cuanto
menor era el nimero de puntos situados en el «plateau» menor era la preci-
si6n. De todas formas, los valores de y(X;,) se obtienen con un error menor
que sus correspondientes valores Xy, .

El programa de dos tramos con «plateau» ha sido también utilizado para la
determinacién del punto a partir del cual la capacidad del aparato digestivo
deja de ser limitante en la ingestion energética, FERNANDEZS. En este caso, con
objeto de contrastar la hipétesis de que el modelo de dos tramos con «plateau»
era el adecuado, se determiné, mediante un anélisis de varianza aproximado,
que no existian diferencias significativas entre la variacién explicada por este
modelo y el de dos tramos sin restricciones. Se eligié el modelo de dos tramos
con «plateau» por concordar mejor con la hipétesis biolégica emitida.

En cuanto a los programas para dos y tres tramos, la precisién con la que
se calculan los puntos singulares dependera de la brusquedad del cambio de
pendiente. A mayor brusquedad de cambio, mayor precisién en las estima-
ciones.

Modelos de tres tramos han sido utilizados a partir de datos inéditos
suministrados por ESLAVA“ y referentes a la respuesta de determinados mutan-
tes de Phycomyces a la“intensidad luminosa. A partir de estos datos hemos
comprobado cémo el modelo de tres tramos viene a resolver el problema
expuesto por BERGMAN' y explicado anteriormente.

En la aplicacién del método de tres tramos a los datos anteriormente
citados hemos podido comprobar que existen ocasiones en las cuales la mejor
solucién matemadtica no concuerda con la mejor solucién biolégica, de tal
forma que al llevar la solucién del modelo matematico al modelo biolégico, es
preciso utilizar la solucién matemética contigua, muy semejante a la solucién
matemaética 6ptima. Naturalmente ambas soluciones mateméticas estdin muy
préximas y por supuesto no existen entre ellas diferencias significativas.

En aquellos casos en los que la diferencia de las pendientes de dos tramos
consecutivos no resulte realmente tan brusca como la solucién obtenida me-
diante el modelo de dos tramos sin restricciones permita deducir, podrad
emplearse el programa de tres tramos con objeto de suavizar la pendiente.
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En estos casos, podrd emplearse un polinomio en un determinado tramo e
igualar, en el punto de separacién, las derivadas primera, segunda, etc., con
objeto de que el cambio sea menos brusco y el modelo matemaitico se ajuste
mejor al biolégico.

Por ejemplo, si en un tramo tenemos un polinomio de grado dos y en el
segundo tramo una recta, es decir:

primer tramo — y = a + bx + cx?2 siendo Vx € X
m

segundo tramo— y = d + ex siendo ¥V x > X
m

se podra imponer, ademads de la restriccién de continuidad:
a + bX, + c¢X?, =d + eX,,, la igualdad de derivadas en dicho punto, es decir:
b + 2¢X, = e, con lo que se obtiene una funcién continua y derivable, pero
cuya funcién derivada tendré singularidades.

Podra obtenerse también una suavizacién del cambio de pendiente entre
dos tramos, aumentando el nimero de tramos con un ajuste lineal.

Los programas descritos en este trabajo se encuentran en poder de los
autores, en el Centro de Calculo Electrénico del Consejo Superior de Investi-

gaciones Cientificas, en Madrid y en el Departamento de Genética y Mejora de
la Facultad de Veterinaria de Leén.

RESUMEN

Se han realizado programas en Fortran IV para ajustar funciones com-
puestas de varias funciones lineales o tramos y sujetas a restricciones necesa-
rias segin el problema especifico, mediante procesos iterativos.

La funcién compuesta por dichos tramos debe ser siempre continua, lo
que implicard la igualdad de cada dos funciones lineales consecutivas en el
punto singular de separacién.

Ademés de estas restricciones que serdn necesarias en todos los proble-
mas planteados, se impondrdn o no otras restricciones especificas del pro-
grama considerado.

Mediante un proceso iterativo se iran obteniendo sucesivamente los valo-
res de los puntos singulares y de los parametros siguiendo el criterio de
minimos cuadrados (LS).

Por udltimo se expone la utilizacién practica de los programas realizados

asi como su aplicacién a numerosos procesos biolégicos sobre los que han sido
probados.

SUMMARY

Programmes in Fortran IV have been carried out with the purpose of
fitting functions composed of several linear functions or stretches which are
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subject to the necessary restrictions according to the problem, by means of an
interative process.

The function composed of the aforementioned stretches must always be
contuous, which will involve the equality of each consecutive two linear fun-
tions in the singular point of separation.

Besides these restrictions which will be necessary in all the problems
posed, other additions will either be imposed or not, according to the problem
under consideration.

By means of an interative process, the values of the singular points and
parameters will gradually be obtained, following the criterion of least scuares
(LS).

Finally we have set out the use of the programmes carried out in biological
problems and their practical application.
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